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1
LA COMPLETUDE AU SENS FORMEL

1.1.Enarriere-plardetouteinterrogationsurla notionde complétuderelativementa
un systémethéorique,de quelquenaturequ'il soit, nous savonsque se tiennent
certaingésultatglela logiqueetdela métamathématiquetlesnomsde Godelet de
Tarski, parexemple,s'imposent |'esprit. Bien que la complétudeen physiquesoit
d'unenaturetres différente, il estutile, ne serait-ceque pour s'en démarquer,de
s'arrétequelquesnstantssur cetteacceptiomjui possedd'avantaged'unedéfinition
précise Dansun article relatif aux résultatsobtenuspar lui aux environsde 1930,
Tarskiproposeune sortede définition élémentairedansle langagecourant,de la
complétudeformelle: "On a I'habitudede dire d'unethéorie déductive gu'elle est
compléetelorsquechaqueproblemese laissantformuler dans le langagede cette
théorieestaussidécidablesur le terrainde celle-ci ou, en d'autrestermes,lorsque
chaqueénoncéstatementye la théoriedonnéeest soit démontrablesoit réfutable
danslathéorieméme.?

1 Tarski[1939]. Cet articleestrelatif aux résultatsobtenuspar Tarskiauxenvironsde1930.



Apréesavoir énumérdessystemesiéductifsqui se révélentcomplets(en
l'occurence certainssystemesdu calcul propositionnel,de l'algébre de Boole, la
théoriedel'additiondesnombresenters), Tarskiremarquegue "Toutescesthéories
posseédentine structurelogique élémentaireet un contenumathématiquepauvre”.
En effet, les variablesqui interviennentdans cesthéories"appartiennenti un seul
type logique”, et "tous les conceptslogiques proviennentdes partiesles plus
élémentairede la logique mathématique le calcul des propositionset le calcul
restreintdes prédicats.2 Cette constatationn'estpasinfirmée (ou, du moins, elle
I'est tres peu), par les résultatsde Tarski montrant la complétudede certains
systémesélémentairesen algebre classiqueet en géométrie traditionnelle ; au
surplus,le résultatobtenua la mémeépoque.en 1931,par Godel, limite désormais
considérablemeneéspossibilitésde complétudedessystemesiéduafs.

Parlandestravauxde Godel, Tarskiécrit, dansle mémetexte: "Aucune
théoriedéductivene peutétrecompletesi, al'intérieur de sesfrontieres,la théoriede
l'additionetdela multiplicationdesnombresentierspeutétreétablie,et si en méme
temps certaines présuppositionssupplémentairesconcernant,entre  autres, la
consistancale la théoriedonnéesont satisfaites.La portée de ce résultat
s'étench de nombreuseshéories(...)"3. Le théorémede Godel stipule que, étant
donné un systemesohérentjuelconquel'axiomesarithmétiquesil y a desénoncés
arithmétiquewraisqui nepeuvenipasétreobtenuspar déductionde I'ensembledes
axiomes:"ll y aaumoinsune formule bien formée, dansn'importe quel systeme
adéquatpour axomatiserl'arithmétique,qui n'estpas décidabledansle systeme,
mémesi on la sait juste (vraie) pour d'autresraisons”. Cet énoncéconstituele
premierthéoremed'incomplétudede Gddel. Le secondthéorémed'incomplétude
s'énonceguanta lui, de la maneresuivante: "La cohérenced'un systéemene peut
pasétreprouvéeal'intérieurde cesystemedui-méme.*

1.2. La complétude estun conceptqui appartientaux problemesdes fondements
des mathématique®t de la logique.On ne s'attendpas nécessaireméra le voir
apparaitreen physiquedontle casestbienentendulifférent : moinsencorequela
logiqueou queles mathématiqueselle ne peutétre théoriguemenfermée (comme
on le voit parl'évolution, ou le progres,desthéories,et commele rend manifeste,
mémedansle casdesthéoriesles plus abstraiteset formalisées e recours aux
réponsesde I'expérimentation) ;sauf a supposerque cette science, de nature
essentiellement hypothético-déductive, puisse étre un jour [l'objet d'une
axiomatisatio'compléte”(ou tréspousséekous-entendamtar la, a I'norizon de la
physique samathématisatiototale.

Si l'on parle trés rarementde complétude a propos de la théorie
physique,c'estbien probablemenparcequ'un tel horizon apparaithors d'atteine ;
lorsqu'onenparle,c'estdansun sensqui semblea premiére vue tréséloignéde

2 Tarski[1939], p. 205-206.

3 Tarski[1939], p. 209.

4 Godel[1931]. Voir aussiNagelandNewman{1959].
S Surcepoint, voir Paty[1984].
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celui que nous venonsd'évoquer.On trouve cependante terme dans un certain
nombrede textesde physiciens,en dehorsméme des domainesou il est assez
fréquemmentitilisé aujourd'hui(la physiquequantiqueet la relativité générale) sur
lesquelshousallonsrevenir.Parexemple PierreDuhem,dansLa Théoriephysique,
sonobijet, sa structure parlede complétudedansle sensd'exhaustivitédeslois ou
desfaits par le systémede la représentatioirthéoriqué. D'une maniéregénérale,
sans que les termes complet complétude soient nécessairemenutilisés, on
rencontre,a proposde la physique,sous d'autresdénominationsget avec d'autres
préoccupationgue cellesévoquéegour la logique, l'invocationde propriétéde la
théoriequi pourraientavoir a faire avecce querecouvre,a un degréplus ou moins
grand,l'idée de complétude Une théoriequi seraitcompléte,cela pourrait étre une
théorieexhaustive pu achee, ou unifiée. Parexhaustivitéon entendgénéralement
le recouvrement'une classedonnéede phénomeénesde faits, par des lois, des
modeélesou des théories.Par achévemen{comme on dit une théorie achevée),
I'exhaustivitépar rapporta toutesles clases possiblesde phénomenesians un
domainedonné(par exemple la théorieélectromagnétiquear rapporta I'ensemble
desphénomeénedlectromagnétiquestoptiques...)gu'elle soit ou non acquisegetle
but est précisémentde parvenira une formulation qui ait unetelle propriété.Par
unification, on désignda voie qui ménea unethéorieunique,traitantdansun seul
schémaorganiqud'ensembledesthéoriesparticuliereset desphénomeénequi leur
sontrelatifs.

Il seraitsouhaitabled'étudier,a traves I'histoire desthéoriesphysiques,
la maniéredont cescatégoriegessortentle la structureprofondedes théories,ou
dontellessontinvoquéesde maniereexplicite ou implicite, par les physiciens,en
fonction du programmegu'ils se proposent'accomplir. L'approfondissemerde
la notionde complétudenousréserveraipeut-étrea cetégardquelquevue originale
sur les problemes,non pas méta-physiquegcomme on dit métamathématiqQge
maisépistémologiquede la structurede la théorie,de son objet, du rapportde la
théorie a son objet. Bien que nous soyons ici apparemmentéloignés de la
complétudeausensdela métalogiqueetdela métamathématiquél, n'estpasinterdit
de pensemueles considérationsur ce type de problématiqugde Tarskiet Godel
ainsi que de leurs prédécesseur®ntretiennenpeut-étremalgré tout avecelle (la
complétudeenvisagéepour les théoriesphysiques)gquelqueconnexionqui, pour
n'étrepasimmédiate n'enseraitpasmoinssignificative.

D'unemanieregénéraleja complétudeau sensde la théorie physique
(un sensqu'il nous appartientmaintenantde préciser)ne pourrait-elle étre un
conceptépistémologiquepératoiredansla constitutionde la théorie,ou dansson
évaluation Que doit-on (ou que peut-on)entendrepar "complétudeau sensde la
théoriephysique" Ae terme,je l'ai dit, esttréspeu employé.ll I'est cependantde
maniéreintensivedansun domainebien circonscritde la physiquecontemporaine,
celuides"fondementslela mécaniquejuantique"fondementsétantaentendredans
un sensphysiqueet passeulemengpistémologiquegt c'estprécisémentdansdes
considérationphysiquegc'est-a-direde problemesu de phénoménephysiques)
guele termedecomplétudesstutilisé. Il s'agitla d' un domainepaticulier, restreint,

6 Duhem[1906], ed.1981, p. 24, p. 313.
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sinonquanta saportée,du moinsquanta sesapplications(théoriques)un peu "a

coté"du flux le plus important des recherchesactuellesen physique quantique
(lesquellescomprennentwussibienla physiqueatomiqueque la théorie quantique
des champs).Dans ce domaine, chaqueatrticle ou contribution utilise comme
terminologie obligatoire - en manierede sacrifice & un rituel ? - I'expressionde

"complétudede la mécaniqueguantique”,et se situe par rapporta cette question,
argumentansoit en faveur, soit contrecette complétude sous-entendardanstous

les casque la complétudeest une condition requisepour une bonnethéorie La

significationdu termeestsupposéaller desoi, eton I'entend,dansles contributions
concernéesdans une acceptionqui sembleintuitive. Mais cette notion est-elle
intuitive ? On parle donc de complétudeen supposant'idée acquise,l'exigence
requise, mais on ne définit pratiguementjamais ce que cela signifie, ce que

"complétude” veut dire d'une maniére générale.Ceci, du moins, a quelques
exceptiongrescellesdespremiersprotagonisteslu débatou cettequestionprend
sonorigine, et je m'attarderatout a I'heuresur I'une des plus significativesd'entre
elles.

2
L'ACCEPTION INTUITIVE DE"COMPLETUDE' EN PHYSIQUE

2.1. Cependant|a signification la plus couranteattachéea I'emploi du terme de
complétudeest liée a l'idée d'une représentatiorstatistique :ceci, en raison du
caractergorobabilistedesprédictionsdela mécaniqueuantique.

Lorsque,en physiqueclassique,on rencontredes probabilités,ou des
dispersionsstatistiques,il est supposé qu'un connaissanceplus précise, plus
complete,les éliminerait. C'est un axiome de la mécaniqueclassiqueque "en
augmentanta précisiondes mesures,on pourrait, pour n'importe quel systeme,
réduirela dispersiondes effets mesurésen-dessousle n'importe quelle quantité
arbitrairement petite'?. En mécanique classique, "on suppose que I'élément
statistique quandil apparaitréflete tout simpkementnotreconnaissancencomplete
del'état du systéeme" maisen mécaniquequantique cen'estpasle cas,il y a "un
élémentstatistiqudrréductibles.

Pourles uns,qui dit probabilitédit statistique,et qui dit statistiquedit
gu'ilmanquealesélénmentsd'information.On peutespérequ'il seraun jour possible
de compléter la théorie seulementstatistique et de parvenir a des prédictions
certainespon probabilistescommeen physiqueclassiquePour les autres(certains
distinguentmaispastoujous, le caractereprobabilisteet le caracterestatistique).ce
caractereprobabilisteou statistiqueest impossiblea réduire.ll n'entachepas le
caracterecomplet de la théorie,c'est-a-direquela mécaniqueguantique théorie en
vigueur, nous dit le maximum sur les phénomenesle ce qu'unethéorie pourra
jamaisnousdire- du moinsparrapporta son domaineactueld'application- : -soit
parceguel’on nevisejamaisqu'uneconnaissancpratique etque celle-ci se satisfait

7 Jauch1968], p. 72.
8 Jauch1968], p. 72.
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destatistiques - soitpourdesraisonsplus profondesqui étayentla justification du
calcul des probabilités comme fondamental(complémentaritéau sens de Bohr,
réalismeprobabilisteetc...)

2.2.Celienentreuneproblématiqualela complétudeetle caractergrobabilistedes
prédictions de la théorie quantique s'est trouvé en réalité distendu par des
développementeelativementrécentsdansce mémedomainedes fondementgle la
mécaniqueguantique ou les termesdu débatdésormaiglassiquesntre Einstein et
Bohr sesonttrouvés revivifiés parle théoremede Bell sur la non-séparabilitdocale
et ses tests expérimentaux.Ce qui s'esttrouvé obtenu en conclusionde ces
développementsc'est l'irréductibilité d'une propriété des systémesquantiques
comme de la théorie qui les repisente,la mécaniquequantique,propriété bien
distincte de I"indéterminismeprobabiliste® de cette derniére, a savoir la non-

localité,ou inséparabilitépu non-séparabilitéocale.

C'estenexaminantsousl'anglede I'analyseépistémologiquel évolution
du problemedepuid'argumentEPR (1935),jusqu'aBell (1964) et aux expériences
de corrélationa distance(1970-1982).et en ayantconsidéré,avec la plupart des
auteursja"complétude'ou non de la théoriedansun sensintuitif supposéaller de
S0i, queje me suis pour maparttardivementposéla questionde savoirce quel'on
entendaitaujustepar"complétude” Le doigtétantmis sur la non-localitéplut6t que
surl'indéterminismeseposaitencorda questiorde savoir si unethéorienon-locale
(non séparabldocalement)était malgré tout compléte.La complétudeapparaissait
déslors dissociéede manierevisible de son acceptionintuitive qui la reliait a la
notion de statistique De cetabandorcorrélatif de I'acceptionintuitive et vaguede
"complétude”se dégagda nécessitéde prendreen compte la questionen elle-
méme qu'entend-omar une"théoriecompléte” ?

2.3. Une telle interrogationpeutprendredeuxdirections.La premiéreserait
detenterde caractérised'unemaniéregénérale sysématique ce que peutétre une

théorie(physique)ompléteenconsidérantdesauteurssignificatifs et desexemples
de théories physiques (au cours de ['histoire, par exemple : la mécanique
newtoniennest-ellecompléte du,actuellement ta thermodynangue, la théoriede

la relativité, la théoriequantiguedeschampsetc.). La deuxiemedirection possible
seraitde retournera nouveaua l'origine du débatqui aboutissaitainsi, aujourd'hui,
commenous venonsde le noter, a re-poseren de nouveauxtermesla notion de

complétudeetdetenterd'analysecommentceconcepts'estirouveéintervenir.

Jecommenceragpar cette secondevoie, en examinanta formulationde
I'argumentEPR sous cet angle, et en montrantquel lien elle entretientavec une
définition formelle (tantdu point de vue de la logiqueque ce celui de I'expression
mathématiquedlela complétude Cetteélucidationdevrait permettred'aborded'une
maniereplus précisela questionde la complétudedansla premiéredirection, sur
laquelleje m'entiendraiici a quelquesndicationsgénérales.

9 paty[1986].



Ce que je voudraissurtoutmontrerdansce qui suit, c'estla maniere
dont, a partir d'une diversité d'acceptionsd'origines diverses, le terme de
"complétude”sembledésormaiss'établir en conceptépisémologique,c'est-a-dire
désignantine qualification précise(voire desqualifications)de la théoriephysique
relativement sastructurecommeal'objetqu'elleseproposededécrire.

3
L'APPARITION DE LA COMPLETUDE EN MECANIQUE QUANTIQUE
DANS L'ARGUMENT EPR.

3.1 Bienquele terme(et 'idée) de théoriecompleéteait fait son apparitiona
proposdela physiquequantiquebienavantl'article d'Einstein PodolskyetRosende
1935 (désignéci-aprespar EPR)O, c'esta ce dernierque nousnous arréteros ici
en premier lieu, en raisonde la signification particulieredu terme qui s'y trouve
donnéainsique del'importancede cetravail danslesdébatgjui ontsuivi etqui ont
tousétéconcernésenfin decompte sousdesapprochesliversesparla question de
lacomplétudedela mécaniquejuantique.

Un aspecparticulieremenintéressana cetégardde 'article EPR estsa
préoccupatiomedéfinir defacontresprécisdesconceptaitilisés (dansle soucide
démarquetes considérationphysiquesde leurs interprétationsphilosophiquesget
notammentecellede Copenhague).e termede complétudeestdéfini d'unefagon
qui neseconfondpas avec l'acceptionintuitive entermegle probabilité (il ne s'agit
pas a priori de compléter lI'indéterminisme probabiliste par des propositions
supplémentaires) c'est d'autre chose gu'il est question dans la notion de
complétude ;plus profondémentcette notion porte sur la structureméme de la
théorie et de sespropositions.Cela étant, qui va étre précise,la questionde la
complétudeou del'incomplétudeentretientmalgrétoutun lienavecle caracterede la
théoried'étreirréductiblemenprobabiliste Mais ce lien estune conséquencet non
unepositiona priori : du moinsapparait-ilainsi dansl'argumentEPR, aussibien
guedanstoutes(ou pratiguementoutes)esautrescontributionsd'Einsteinau débat
surlamécaniqueuantiquestsoninterprétatiodl.

Lesauteurdlel'article EPRs'attachen& définir sansambiguité(ou avec
le moins d'ambiguitépossile) deux notions dont I'emploi est décisif dans leur
argumentationparce qu'elles octroient une signification au probleme posé : la
théoriecomplétela réalité physique Cesdeux notions portent généralementine
chargephilosophique voire métaphysiquemais il est cependantpossiblede les
employeren physiquea condition de délimiter le sensqu'onleury octroiel2. La
notionderéalitéestcertainementa plus difficile a circonscriredansce senset, des
le premierparagrapheleleurarticle,lesauteus prennente soin de distinguerentre
laréalité extérieure pbjective(dontle présupposéntologique sous-tendcependant

10 Einstein,Podolsky,Rosen[1935].

11 paty[en prépaation].

12 1., p. ex., la lettred'Einsteina Schrodingedul9.6.1935(ArchivesEinstein). Voir Paty [en
préparation].
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leursconceptions)et la réalité conceptuellementprésentéecelle qui concernela
physique 'Any seriousconsiderationof a physicaltheorymusttakeinto account
thedistinctionbetweertheobjectivereality, whichis independentf any theory,and
the physicalconceptsvith whichthe theory operates' Cette distinction évite les
objectionscontrele réalismenaifquilesidentifie.

La phrasegui suit concernda correspondancentreles deux, indiquant
clairementjuelareprésentatioosonceptuellealaguelleon enresteen considéranta
théoriephysique estcependantournéeversl'extérieur,visanta saisirquelquechcse
de cette réalité objective :"Theseconceptsare intendedto correspondwith the
objective reality, and by meansof these conceptswe picture this reality to
ourselves Le problemede la complétudethéoriqueva étre précisémenttout en
restantl'intérieurdela considératiorde la théorie,celui de la correspondancavec
la réalitéextérieuresimplementisée.ll nes'imposedefait, quesil'on estpréoccupé
d'unethéorieparvenuea un stadesuffisammentavancé;sansquoi I'on pourraitse
contenterd'exigerde la théorie gu'elle soit correcte.Einstein et ses collaborateurs
écrivent "It is only in the casein which positiveanswersmay be givento both of
these questions[la premiére: "is the theory correc t?; la seconde:"Is the
descriptiorgiven by thetheorycomplet 7, thatthe conceptf thetheorymaybe
said to be satisfactory. La précisiondonnéedansce sens par l'article EPR est
intentionnelledela partdesauteurs puisque,dansleur conclusion,il ne s'agirapas
de mettre en doute la validité de la mécaniquequantique,mais seulementson
caracteré'définitif’, du moinscelui de sespropositionset conceptfondamentaux,
alléguédes1927parespromoteursielathéorie3.

Cequelesauteursse proposentdanslarticle EPR, c'estde voir si la
mécaniguequantiqueréponda une exigenceminimale de complétude considérée
comme nécessairepour une théorie satisfaisante.ll s'agit d'une condition de
complétudgformuléede la fagon suivante :"Chaqueélémentde la réalité physique
doit avoir une contrepartiedansla théorie physique".Pour enjuger, il convientde
définir, touten restanta l'intérieur de la théorie (en raisonde la distinction signalée
plus haut), ce qu'il faut entendrepar élémentde réalité physique Pour cela, un
critére est proposé,qui en restea la considérationde la théorie elle-méme,
indépendammensgelonlesauteursdetoute”considératiorphilosophiquea priori” .
Ce critere estle suivant :"If, without in any way disturbing a system,we can
predictwith certainty (i.e. with probability equalto unity) the valueof a physical
guantity, thenthere existsan elementof physicalreality correspondingto this
physicalquantity'.14 Il s'agit, dansl'esprit des auteurs,d'un critere minimal qui
n'épuisepas toutes les qualifications de ce que I'on peut entendrepar réalité
physiguemaisdontle caracteresimplementraisonnablalevraits'accordeaussibien
avecles "idéesde la mécaniqueclassiquecommede la mécaniquequantiquesur la
réalité". 1l constitue une maniére de préserver |'utilisation du terme réalité
(physigue)sansquitterla physiquepour la philosophie.Parrapporta la théorie,ce

13 Bornet Heisenberd1927] : "Noustenonsla mécaniquedesquantapour une théoriecompléte,
dont les hypothésesfondamentalesphysiqies et mathématiquesie sont plus susceptiblesde
modification".

14 Einstein,Podolsky,Rosen[1935]. Soulignéparles auteurs.
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criterepeutétretraduit dansun langageopérationnel il peutétre,en quelquesorte,
expriméentermegiel'objetdela théoriephysiqueau sensd'unedéfinition de type
logiqueetnon pasontologique.

3.2.Enmettantenavantde la maniérela plus explicite le critére de réalité physique
etl'exigencedecomplétudeEinsteinetsescollaborateursapportentie problemede

la complétudethéoriqueainsidéfinie a la considérationdu rapportde la théorie a

sonobjet, ' objet de la théorieétantce qui la suscite(ce a quoi elle vise a l'aide de

ses propresmoyens,conceptuelsthéoriquesket ce qui la détermine.La relation

ainsicomprisedu couplethéorie-objeestde typelogique.Commeelle ne prenden

compteque les caractéresninimaux (pour ainsidire logiqueseu égarda la théorie
en son état) de I'objet physique que la théorie peut décrire, elle n'épuisepas

I'ensembledes déterminationgpossiblesde cet objet, et, par 1a, elle distingue la

théoriedanssonétat, assimiléea sespropositionsfondamentalessesconceptsson

formalisme etlathéoriequel'on peutimaginerdansun étatplus avancé dontl'objet
correspondraa des propriétés élargies. Ce sens précis et circonscrit de la

complétuden'épuisedonc pastoutesles acceptionspossiblesdu terme, et nous
dicuteronsplus loin d'uneacceptionplus contraignante Appelonsla complétude
entenduausensde l'article EPRcomplétudedansle premier sens,oudansle sens
minimal

L'argumentationd'EPR s'efforce, ces définitions étant posées,de
montrerle caracterencompletdela mécaniqueuantiqueen examinante traitement
théoriquegquecettederniéreproposed'un systemephysiquesimple. Toutefois, pour
rendreopératoirele critére de réalité physiqueinvoqué,le systémeest envisagéde
maniéretelle que I'on puisseétre immédiatementaffranchi de la difficulté de la
perturbation parla mesuredu systéne considéré :d'ou le choix d'un systemede
particulesndépendantemaiscorréléesLadémonstratiomlesauteurgeposeen fait
sur une hypothésed'abordtacite, ensuiteexplicitée, celle de la séparabilité des
systemegorrélés,qui est en réalité contaire a la formulation de la mécanique
guantique,commeBohr 15, puis d'autresle montreront.L'inséparabilité,ou non-
séparabilitdocale, étantune propriétéinscrite dansle formalismede la mécanique
guantique, 'argument EPR ne démontre pas l'incomplétide de la mécanique
guantiguedansle sensconsidéréSoneffeta étéautrequele but initial visé par ses
auteurs ;pour autant, il ne fut pas moins fécond, puisque c'esta partir des
développementgqu'il a suscitésguela non-séparabilitdocale a étéé&ablie comme
propriété physique et non plus simplement comme une simple propriété
mathématiquelu formalismé®. Nous pouvonsconsidéregu'unautrede seseffets
a étéde poserle problemede la complétudeen destermesnouveaux :ceuxde la
complétudeau premier sens.Indiquonsque, danscestermesmémes,il demeure,
pourla mécaniquejuantiqgueun probléemeencorenon résolu :celui de la théoriede
lamesurequi, jusqu'anouvel ordre, laisseouvertela questionde sa complétudeou
non.

15 |bid. Soulignéparlesauteurs.
16 Bohr[1935]. Voir, parex. Jammef1974], Paty [1985].
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Dansl'argumentEPR, le problémede la complétudede la mécanique
quantiqueest évidemmentcelui du caractérecomplet de la représentationd'un
systemephysiquesetrouvantdansun étatdonnépar la fonctiond'onde(ou vecteur
d'état).Commelarticle le rappelle :"In quantummechanicst is usuallyassumed
thatthewavefunctiondoescontaina completedescriptionof the physicalreality of
thesystemin thestateto whichit corresponds

Cette considérationnous renvoie a la questiondu formalisme de la
fonction d'onde représentativede I'état d'un systeme.Du point de vue de ce
formalisme, la fonction d'onde est un vecteur d'un espacede Hilbert, et sa
déterminationest complete,au sens cette fois-ci de la complétudedes espaces
vectoriels si elle correspond la définition d'un ensemblecompletd'observablesjui
commutentdont elle soit fonction propre. Ce sens,rapportéa une définition
strictemenimathématiquegpparaibiendifférentdecelui qui précedell estfacile de
voir, cependantyueleurindépendanca’estpastotale.

La relation éventuellequecen'estpasle lieu ici d'expliciter, tient a la
signification physiquedu formalismede la mécaniquequantique.Aussi bien dans
lesdéfinitionsetle raisonnemend'Einstein PodolskyetRosenque dansla réplique
de Bohr, l'insistanceest mise, et ce fait n'est pas indifférent, sur le formalisme
mathématiquede la théorie. Ce formalisme est plus fondamentalavec la théorie
guantiguequ'avec aucuneautre théorie (a I'exception sansdoute de la relativité
générale) :il imprégne tous les raisonnementset des notions qui semblaient
purementmathématiquestelles que, par exempleles vecteursdansun espacede
Hilbert, ou les opérateursagissantsur eux, se voient désormaisimportées,avec
toutes leurs implications, dans la théorie physique, au point d'imposer leurs
caracteresqui semblaientjusqu'alorsles plus abstraits.Telle est la force de
prédictivitepropremenphysiquede ce formalisme,qu'unepropriétécommela non-
séparabilitédesétatsguantiquepeuten étredéduiteen raisonde la seulepropriété
desuperpositioruiesélémentsj'unespacevectorie|1717)-

J.M. Jauch, par exemple, parle du "nouveau rble assigné aux
mathématiqueslansles théoriesphysiquesmodernes”depuisla faillite du modele
mécanistenphysique et estimeque cette mathématiquegdevenueplus complexeet
raffinée,plusintimementiée a la formulationde la physique,a comme"acquisune
espéecedindépendance” 'For instance,the basic physical notion of general
covarianceobtainel its perfectexpressioronly in the absolutedifferential calculus
of Ricci and Levi-Civita. Quantummechanicsan only be formulatedcorrectly by
adoptingformal techniquedrom functionalanalysis,notablythe theoryof Hilbert
spacé 1818),

4
LA COMPLETUDE ET LE FORMALISME MATHEMATIQUE

17 voir, p. ex., Paty [1986]. Sur la mathématisatioret la prédictivité en physique,voir Paty
[1988].

18 Jauch1968], p. 70.
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EN MECANIQUE QUANTIQUE

Enexaminante formalisme mathématiquede la mécaniqueguantique
etles conditionsde son édification, on pourraitpeut-étrevoir d'une maniereplus
précisde lien éventuelde I'idée de complétudeau sensmathématiquele la théorie
desespacesectorielsala complétudeau sensde la théorie physiqueelle-méme.Je
m'en tiendraiici ainvoquerquelquegxpressionsrescaracteristiquest suggestives
de traités fondamentauxde mécaniquequantique. Indiquantque I'on obtient un
ensembleompled'observablesjui commutentorsqu'ona épuiséla détermination
desdegrégieliberté delafonctiond'ondedéveloppéeommeunesériede fonctions
propressimultanéesiesopérateurs signification physioquequi commutententre
eux, D. Bohm écrit, danssonlivre classiqueQuantumtheory: "The most detailed
possibleinformation is obtainedby specifyingall of the associatedexpansion
coefficientslt is onlywhenwehavea completecommutingsetthat the specification
of thewavefunctionis unambiguou'sl919). Si nousretournonsaux sourcesg'est-
a-direa I'établissementlu formalismede la mécaniquequantiquedansles années
1928-1930nous voyonslintroduction de ces conceptschez Dirac 20, chez von
Neumann?l : chezle premier, d'un point de vue plus physique,sanssouci de
rigueurmathématiqueabsolue, chez le secondd' un point de vue radicalement
formalisé.On n'oublierapasnon plus I'ouvraged'HermanniNeyl 2222) Mais c'est
dansle livre de Dirac que I'on trouve le premier exposédu formalismedansune
présentatiomxiomatique les notionspremieressontcellesd'états décritspardes
fonctionsy (decarrésommablegdéfiniesdansl'espacede Hilbert) et dobservables
décrivantles grandeurgphysiquedc'estenfait von Neumanmngui identifie I'espace
desvecteursy al'espacede Hilbert). C'estdansce mémeouvragede Dirac qu'est
introduitela notiond™ensembleompletd'observablesjui commuterit

Quanta von Neumann,il montre, en étudiantles espacesle Hilbert
(développégar cedernieren 1904-1910))'équivalencede leur formalisme a celui
delamécaniquendulatoirede Schrodingeet a celui de la mécaniquedesmatrices
deHeisenbergC'estalui quel'on doit la présentatiomxiomatiséalu formalismede
la mécaniqueuantiquedontla premierepropositionédicteprécisémengu‘'achaque
systemephysiquecorrespondin espaceale Hilbert [H dont les vecteurs(vecteurs
d'étatou fonctionsd'onde)décriventcomplétementles étatsdu systémeOn trouve,
d'autre part, dans I'ouvrage de Weyl, des considérationssur la complétudedes
représentationdegroupesui font voir ici encorecombienla notion mathématique
decomplétudemprégnela formalisationde la théorie physique(en'occurrencela
mécaniqueuantique)dessonorigineetpourainsidire danssonessencenéme.

19 Bohm[1951], p. 376-377.Voir aussi, parex. Bogolubov, Logunov, Todorov[1969], p. 152-
153.

20 Dirac[1930]. Parexemple dand'édition de1981 :"Wedefinea complée setof statesto be a
setsuchthat any stateis dependenbn them ...", et Dirac montrequel'on peut conclurequeles
étatspropresde |'opérateurinéaire qui représentda variable dynamique"forment un ensemble
complet"(p. 36).

21 von Neumanri1931]. Voir enpart.p. 24, 34, 38, |a caractérisationlel'espacede Hilbert. Von
Neumannrenvoie notammenta I'ouvragede Courantet Hilbert, Methodender matematischen
Physik Berlin, 1939.

22 \Weyl [1928].
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3.3. Enrattachant du moinscommeunedesessourcespossibles l'origine

delanotionde complétudeenphysiquequantique avecle terme- ala formulation

mathématiquale la théorieen termesd'espacede Hilbert, nous la rapportons en

définitive a la complétude des espaces vectoriels, notion développée en

mathématiquesvecles espacesompletsde Fréchet,les espacedoplogiqueset

métriquesde Haussdorff les espacesectorielsnorméscompletsde Banach,sans

compterlesdéveloppementsltérieurg3. Mais la notion de complétudedesespaces
vectorielsestelle-mémeuneextension pargénéralisatiora desensembleabstraits
d'élémentsde naturequelconque- de la complétudeen théorie des nombres :
complétudadel'ensemblalesréelspar Dedekind, a l'aide de la notionde coupure

qui permet de compléter, sans adjon¢ion d'élémentsétrangers,l'ensembledes

rationnels pourparveniraun ensembleontinu,commela droite.

Jevoudraisretenirici, commeinhérenteala notionde complétudeméme
dansson sensmathématiqueres précis, cette idée de parvenir, par une opération
formaliséeinternea la théorie,a un recouvrementotal sansadjonctiond'éléments
étrangersC'estcette idée, préliminaire a toute recherchede formalisme, soit en
mathématiquessoit en logique, soit dans les théoriesreprésentativesle nature
hypothético-déductive,qui sert, me semble-t-il, de fil directeur commun aux
recherchesu auxinterrogationssurla complétudedanscesdifférentsdomaines.

Danslamesurenu elle aconnuun succésmportanten mathématiques,
etou la théoriemathéméque des espacevectoriels (complets)est transportéeen
physique,il n'estpasétonnantque I'on puisseposer,danscette discipline, et en
premierlieuaproposdela mécaniguejuantiquela questiondela complétuded'une
maniére, sinon exactementsenblable, du moins apparentéegt en tout cas plus
généraleSemblablenousavonssuggéréde quelle facon. Plus généraled'unepart
parcequ'il existe,en physigue,unetendancea poserles prémissede la théorie -
c'est-a-diresesprincipes- d'unemanireaxiomatique et qu'il n'estpasaberrantd'y
appliquer- jusqu'aun certain point - desformulationslogiques- par exemple,le
calcul propositionnel,voire la logique quantique D'autre part parceque, comme
contrepartiede cette mathématisationassezradicale, nous nous trouvons, en
physique,face aux phénoménesaux faits, a cette "réalité physique" que nous
n'‘auronsavec les auteursePR, garded'oublier, et que le rapportde cette théorie
mathématiséaumondedesphénoménese poseaussien termesde "recouvrement
complet” - éventuel- sansadjonctiond'élémentsetrangersCe qui, bien entendu,
supposeune structureforte de la théorie que I'on a en vue, et dont le degréde
mathématisatiopourraitbienétreunemesure.

5
EN MANIERE DE CONCLUSION

23 Aveclestravauxdevon NeumannAndré Weil, JeanDieudonnéAlexandreGrothendieck Sur
I'histoire desespacesomplets,voir Dugac[1984].
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Il resteraita étudierle deuxiemesensde la complétuded'une théorie
physique,qui estcelui de 'achévemenget de l'unification, par lequel on aboutiraita
une détermination totalement hypothético-déductivede la théorie physique
fondamentale tes hypothése®lle-mémesseraient,pour ainsi dire, fixées par une
nécessitéinterne - sauf peut-étre la plus fondamentale et fondatrice. Cette
complétudedéaleseraittelle qu'il n'existeraitpasde constantesrbitraires”- dans
les lois ne figureraient que des constantestotalement déterminéesde facon
rationnelle-, selon une formulation d'Einstein ;ou encore,selon Eddington, "la
natureseraitmesurée saproprejauge”- il enescomptaitpour sapart, quel'unité
fondamentalede grandeurdansla naure seraitle rayon de I'électron, ou, ce qui
revientau mémeselonlui, celui de I'Univers?4. C'estla complétudeau deuxiéme
sens- le premierétantcelui discutédangl'article EPR-, et elle demanderaitle longs
développementgui dépassent cadredu présentravail. La complétudeentendue
dansce sensconcernenon plus seulement'objet logiquede la théorie restreintea
soncadre maisl'objetultimementvisé, I'élémentetlatotalité. C'estencorea Einstein
guenousdevonsdesindicationsclairessur cetteacceptionplus généralecettefois
nonplusaproposdela mécaniguajuantiguemaisen relation au développementie
sonprogrammed'unethéoriedu champunifié. Il estsignificatif - et c'esttout ce que
nousendironsici - quelestendancesaduellesde la physiquedesparticulessoient
orientéeersunepréoccupatiomecetype.

Il resteraitenfin a aborderun dernierprobléme,qui seraiten quelque
sortele couronnemenépistémologiquele la questionde la complétude :celui de
l'interprétationauqueklle nemanquepasde renvoyer.Mais, la encore,il y faudrait
de longs développementsContentons-nousgn maniérede conclusion,d'indiquer
guecettecomplétudeou clbture épistémologiqueportantsur les significations,peut
s'exprimer airsi : c'est la théorie et nulle autre instance qui nous fournit
I'interprétationphysiquedesconceptetdespropositionsthéoriqueslles-mémesill
n'en va ainsi, au mieux, que de facon approchée- comme, d'ailleurs, pour le
deuxiémesensprécédemmergnvisagédela complétude, maisn'est-il pasvrai que
tel estle projet que les physiciensse proposentet que c'esten référencea une
exigencadecegenreguel'on évaluelesméritesdetelle outelle théorie Aa question
dela complétude entenduedans ses différentssens,est donc peut-étrebeaucoup
plus fondamentalequ'on ne le soupconnaitet la complétude se trouve peut-étre
désormaisicompteraunombredesconcept&pistémologiqueksplusféconds.
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